
 

Il appartient au candidat de vérifier qu’il a reçu un sujet complet et correspondant à l’épreuve à laquelle 
il se présente.  

Si vous repérez ce qui vous semble être une erreur d’énoncé, vous devez le signaler très lisiblement sur 
votre copie, en proposer la correction et poursuivre l’épreuve en conséquence.  De même, si cela vous conduit à 
formuler une ou plusieurs hypothèses, vous devez la (ou les) mentionner explicitement. 

 
NB : Conformément au principe d’anonymat, votre copie ne doit comporter aucun signe distinctif, tel que 
nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé consiste notamment en la rédaction d’un 
projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de la signer ou de l’identifier. 
Le fait de rendre une copie blanche est éliminatoire 

Tournez la page S.V.P. 

 
SESSION 2025 

____ 
 
 

 

AGREGATION 
CONCOURS EXTERNE 

 

 
 

Section : SCIENCES INDUSTRIELLES DE L'INGÉNIEUR 
 

Option : SCIENCES INDUSTRIELLES DE L'INGÉNIEUR  
ET INGÉNIERIE ÉLECTRIQUE 

 
 

MODÉLISATION D’UN SYSTÈME, D’UN PROCÉDÉ 
OU D’UNE ORGANISATION 

 
 

Durée : 6 heures 
____ 

 
Calculatrice autorisée selon les modalités de la circulaire du 17 juin 2021 publiée au BOEN du 29 
juillet 2021. 
 
L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre matériel électronique est 
rigoureusement interdit. 
 
 

                                                                                                                          

   

 
EAE SIE 2 

 

A



 

EAE SIE 2 
 
 
 
 
 

INFORMATION AUX CANDIDATS 
 
 
 

Vous trouverez ci-après les codes nécessaires vous permettant de compléter les rubriques 
figurant en en-tête de votre copie. 
 
Ces codes doivent être reportés sur chacune des copies que vous remettrez. 

 
 

 
 Concours Section/option Epreuve Matière 

  EAE  1415A  102  2680 
 



 

EAE SIE 2 
 
 
 
 
 

INFORMATION AUX CANDIDATS 
 
 
 

Vous trouverez ci-après les codes nécessaires vous permettant de compléter les rubriques 
figurant en en-tête de votre copie. 
 
Ces codes doivent être reportés sur chacune des copies que vous remettrez. 

 
 

 
 Concours Section/option Epreuve Matière 

  EAE  1415A  102  2680 
 

 

1 / 55 

 
 
 
Définition de l’épreuve 
À partir d’un dossier technique comportant les éléments nécessaires à l’étude, l’épreuve a 
pour objectif de vérifier que le candidat est capable de synthétiser ses connaissances pour 
modéliser un système technique dans le domaine de la spécialité du concours dans l’option 
choisie en vue de prédire ou de vérifier son comportement et ses performances. 

 

 

Conseils aux candidats 
Il est demandé aux candidats : 

− de rédiger les réponses aux différentes parties sur des feuilles de copie séparées et 
clairement repérées ; 

− de numéroter chaque feuille de copie et indiquer le numéro de la question traitée ; 
− de rendre tous les documents réponses, même non complétés ; 
− d’utiliser exclusivement les notations indiquées dans le sujet lors de la rédaction des 

réponses ; 
− de justifier clairement les réponses ; 
− d’encadrer ou souligner les résultats ; 
− de présenter lisiblement les applications numériques, sans omettre les unités, après 

avoir explicité les expressions littérales des calculs ; 
− de formuler les hypothèses nécessaires à la résolution des problèmes posés si 

celles-ci ne sont pas indiquées dans le sujet. 

 

 

Organisation du sujet 

Ce sujet se décompose de la façon suivante : 
− un dossier de présentation et travail demandé (pages 2 à 26) ; 
− des documents techniques (pages 27 à 49) ; 
− des documents réponses (pages 50 à 55). 
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Sextant électronique 
 
1. Mise en situation 

 
L’entreprise STARNAV est spécialiste de 
l’extraction de données géométriques à partir 
d’images. Elle applique cette expertise à des 
systèmes de positionnement et de visée. 
Le support de l’étude est un système de sextant électronique permettant la géolocalisation 
à partir des astres. La géolocalisation astrale est utilisée depuis plusieurs millénaires pour 
la navigation. Elle a notamment permis aux polynésiens de s’établir dans une grande partie 
des îles du Pacifique.  
 
A l’heure actuelle, la géolocalisation astrale existe 
comme une alternative ou un complément au 
positionnement par les techniques satellitaires (GPS, 
GLONASS, BEIDOU, GALILEO) pour la 
géolocalisation en cas de tempête solaire, ou de 
rupture accidentelle ou volontaire du service GPS. 
 
 
La géolocalisation astrale utilise les étoiles, mais 
aussi le soleil, la lune, les planètes pour fournir des 
informations de navigation de façon autonome. Le 
positionnement des astres est répertorié dans des 
éphémérides. Ainsi la position des étoiles et des autres astres sur la voute céleste à une 
date et pour une localisation données sur Terre est connue. La figure 2 illustre en (1) la 
voute céleste visible par un observateur pour une longitude et une latitude particulière et 
pour une date du calendrier Julien. En (2) de la figure 2, la portion de voute céleste à la 
verticale de l’observateur, au zénith, est représentée et en (3) une vue du positionnement 
des étoiles est illustrée.  
 

 
Figure 2 : Illustration du positionnement des étoiles sur la voute céleste. (1.) les éphémérides 

permettent de connaitre la position des étoiles sur la voute céleste en fonction de la position de 
l’observateur sur Terre (longitude et latitude) et de la date. (2.) Les étoiles observables sur la voute 
céleste dans le champ de vision de la caméra (FOV : Field of View) à la verticale de l’observateur. 

(3.) Image de la position des étoiles sur la voute céleste avec leurs magnitudes. 

 
Figure 1 : photographie d'un modèle 
de système de navigation astrale 
(sextant électronique) de l'entreprise 
STARNAV (longueur environ 25 cm). 

EAE SIE 2

BTournez la page S.V.P.



 

3 / 55 

Le système de géolocalisation astrale comporte une caméra pour pointer et imager les 
étoiles à la verticale de l’utilisateur et un système électronique composé d’une centrale 
inertielle et d’un compas magnétique pour déterminer une référence locale. La référence 
locale est le trièdre géographique local (TGL) qui permet d’exprimer les positions azimutale 
et de hauteur des objets célestes. 
 
Pour la géolocalisation astrale, la caméra et le traitement d’image identifient les astres à 
partir d’une base de données pendant que la centrale inertielle et le magnétomètre 
définissent le repère local. À partir de l’image des astres, du temps universel, des 
éphémérides de positionnement des étoiles et du trièdre géographique local (TGL), le 
système de navigation évalue la position de l’observateur longitude et latitude. 
 
 
Le système de géolocalisation astrale comprend quatre fonctionnalités principales, illustrées 
dans la figure 3 : 

- FP1. détermination de la verticale locale et du cap au Nord, 
- FP2. prise de vue de la voute céleste, 
- FP3. traitement pour l’évaluation des coordonnées géographiques (longitude, 

latitude), 
- FP4. horloge temps réel. 

 

 
 

Figure 3 : schéma bloc fonctionnel du système de navigation astrale. 

 

Dans ce sujet, seules des sous-parties de la fonction principale FP1 qui permettent la 
détermination du trièdre géographique local seront étudiées.  

La figure 4 illustre la démarche de détermination du trièdre géographique local constitué de 
la verticale locale et du cap au Nord définissant un repère Nord-Est-Bas (NED, North-East-
Down). L’accéléromètre permet d’extraire la verticale locale tandis que le magnétomètre est 
utilisé pour obtenir le Nord. La direction Est est déduite de façon à former un trièdre direct. 
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 Figure 4 : détermination du trièdre géographique local, repère Nord-Est-Bas (NED, North-

East-Down) à partir des accéléromètres et des magnétomètres 3-axes. 

 
Ce sujet ne traite pas la prise de vue par la caméra ni le traitement d’images. 
 
Ce sujet comporte 4 parties indépendantes : 
 

- Partie 2 : Analyse de la détermination de la verticale locale ; 
- Partie 3 : Modélisation de l’accéléromètre ; 
- Partie 4 : Convertisseur analogique-numérique sigma-delta ; 
- Partie 5 : Compas magnétique pour le cap au Nord. 

 
Les différentes parties sont elles-mêmes constituées de sous-parties indépendantes. 
 
Pour des raisons de confidentialité, certains choix technologiques sont inspirés de la 
solution réelle mais ne correspondent pas au système développé par l’entreprise 
STARNAV. 
 
 
 

  

Tournez la page S.V.P.
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2. Analyse de la détermination de la verticale locale  
 

Objectif : modéliser, valider et justifier le choix des solutions mises en œuvre pour la 
détermination de la verticale locale du système de géolocalisation par les astres. 

 
L’objectif de cette partie est de déterminer les performances requises pour l’accéléromètre 
du système de façon à répondre au cahier des charges. 

 

2.1. Référentiel local 
 

Le système de géolocalisation astrale repose sur l’obtention d’un repère local à l’utilisateur 
pour calculer l’angle de visée de la caméra.  

La verticale locale est par définition le vecteur opposé à la gravité, dirigé vers le zénith 
(figure 5).  Le plan orthogonal à la verticale locale est le plan de l’horizon. La verticale locale 
est obtenue en mesurant avec des accéléromètres le vecteur gravité.  

  
 

Figure 5 : illustration de la verticale locale 
orientée vers le zénith à la position de 
l’observateur.   

 

Le cahier des charges du sextant électronique spécifie une résolution d’un quart de mille 
nautique. 
 
Le mille nautique (Nm nautical mile) est l’unité de distance utilisée en navigation maritime 
ou aérienne. Il correspond au 60e de la longueur d’un arc d’un degré de latitude et vaut 1852 
mètres. Le tableau 1 rappelle les conversions entre différentes unités angulaires. 
 
 
 
 
 
  

Degré 
[°] 

Radian 
[Rd] 

Minute d’arc 
[Arcmin] 

Seconde d’arc 
[Arcsec] 

1 𝜋𝜋 180⁄  60 3600 
Tableau 1 : conversion d’angles. 
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2.2. Cahier des charges et caractéristiques de l’accéléromètre 
 
Question 1 
Le cahier des charges du sextant électronique spécifie donc une résolution d’un quart de 
mille nautique. Calculer la résolution angulaire en seconde d’arc correspondant.  

 

Pour prendre en compte les erreurs introduites par les différents postes du système, à savoir 
le traitement d’image de la caméra, l’électronique et la mesure, la spécification pour la 
résolution du capteur est fixée à 5 arcsec pour la détermination de la verticale locale. 

Le principe de la mesure d’angle s’appuie sur la mesure de la projection angulaire de 
l’accélération de pesanteur et utilise un accéléromètre triaxial. 

La documentation technique des accéléromètres ADXL354 et ADXL355 susceptibles de 
répondre au cahier des charges est fournie en annexe DT1.   

 

Question 2 

Expliquer la différence principale entre les deux types d’accéléromètres. 
 

Le système de visée stellaire utilise l’accéléromètre ADXL355. Pour les questions suivantes, 
c’est ce modèle d’accéléromètre qui sera considéré. 
 
Question 3 

À partir du document technique DT1, trouver la gamme d’étendue de mesure la plus 
adaptée au système et préciser la résolution du capteur dans ce cas. Expliciter l’unité. 

 

La figure 6 représente une trame type de communication numérique entre l’accéléromètre 
ADXL355 et le microcontrôleur de la fonction principale FP1. 

 

 
Figure 6 : relevé à l'oscilloscope d'une trame de communication entre l'ADXL355 et le 

microcontrôleur. 

Tournez la page S.V.P.
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Question 4 
À partir de la documentation technique DT1, préciser les protocoles de communication 
disponibles pour l’ADXL355. 
Rappeler les caractéristiques principales de ces protocoles de communication. 
 
 
Question 5 

Préciser le protocole mis en œuvre dans la communication numérique de la figure 6.  

Identifier les différents signaux des voies 1 à 4. 

Évaluer la fréquence de l’horloge de communication mise en œuvre. 

 

2.3.  Conversion angle-accélération 

 

La figure 7 présente un schéma simplifié du système. 

L’accéléromètre choisi est l’ADXL355. Il s’agit d’un accéléromètre 
triaxial, c’est-à-dire qu’il fournit trois mesures d’accélération, une 
pour chacun des trois axes X, Y et Z de son repère local. Dans le 
système de visée stellaire, l'axe Z de mesure de l'accéléromètre 
ADXL355 est colinéaire avec l'angle de visée (Field of View) de la 
caméra. Lors de l’acquisition d’image de la portion de voute céleste 
à la verticale de l’utilisateur, au zénith, l’accéléromètre est 
globalement parallèle à la surface de la Terre pour la détermination 
de la verticale locale. 

 

 

Question 6 

Exprimer selon l’axe de mesure Z du capteur, puis selon l’axe de 
mesure X, la variation d’accélération de pesanteur mesurable 
pour une inclinaison  de 5 arcsec du plan de l’accéléromètre par 
rapport à la surface de la Terre.  

Conclure. 

 

 

Question 7 

En choisissant la meilleure configuration de mesure à partir de la question précédente, 
exprimer la résolution de la mesure de l’accélération de la pesanteur avec l’ADXL355 en 
arc secondes (arcsec) et en mille nautique (Nm). 

  

 
Figure 7 : schéma 
simplifié du sextant 
électronique.  
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2.4.  Performances de l’accéléromètre - adéquation avec le cahier des charges 

Les questions précédentes ont établi que l’accéléromètre ADXL355 présente une résolution 
suffisante pour la mesure d’angle. En dehors de la résolution, le temps de réponse et le bruit 
intrinsèque du capteur sont des paramètres à prendre en compte pour vérifier le respect du 
cahier des charges.  

Les principaux bruits de l’électronique sont le bruit blanc (white noise) et le bruit en 1/f (flicker 
noise). 

Le bruit blanc est caractérisé par une densité spectrale de puissance uniformément répartie 
en fréquence. 

 

Question 8 

Un bruit blanc typique rencontré en électronique est le bruit thermique associé à une 
résistance.  

Rappeler l’expression de la densité spectrale monolatérale de puissance de bruit blanc, 
dspbb, pour une résistance R à une température T. La constante de Boltzmann est notée kb 
valant 1,3806.10-23 J/K. 

Expliciter l’unité de la densité spectrale monolatérale de puissance. 

Représenter la densité spectrale monolatérale de puissance de bruit en considérant une 
bande équivalente Be de bruit. 

 

La variance d’un bruit, 𝝈𝝈𝒃𝒃𝟐𝟐, s’exprime à partir de la densité spectrale de puissance de bruit, 
dspbb, et de la bande de fréquence de mesure considérée, ΔΔff.  
D’un autre côté, la variance d’une variable aléatoire 𝑥𝑥, s’exprime par : 

𝜎𝜎𝑥𝑥2 =
1
𝑁𝑁∑ (𝑥𝑥(𝑛𝑛) − 1

𝑁𝑁∑ 𝑥𝑥(𝑛𝑛)
𝑁𝑁−1

𝑛𝑛=0
)
2𝑁𝑁−1

𝑛𝑛=0
 

 
Question 9 

Rappeler la relation entre variance et déviation standard. La déviation standard est le terme 
technique proche de l’anglais (standard deviation) pour l’écart type. 

 

La figure 26 du document réponse DR1 est extraite de la documentation technique DT1 de 
l’accéléromètre ADXL355 (figure 55 de la documentation technique DT1). Elle représente 
la déviation standard d’Allan de l’accéléromètre pour l’axe de mesure X.  

La déviation standard d’Allan est un outil mathématique utilisé pour caractériser les 
centrales inertielles. Elle a été historiquement introduite pour la caractérisation de la stabilité 
des oscillateurs. Dans le contexte des centrales inertielles, la déviation standard d'Allan est 
utilisée pour évaluer la stabilité et la précision des gyroscopes et des accéléromètres. Elle 
permet d'évaluer les erreurs de mesure dues aux différents types de bruits en fonction de 
l’intervalle de temps d’analyse. La représentation de la déviation standard d’Allan est 
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obtenue par le calcul de la déviation standard de la mesure pour différents temps 
d’intégration. 

 

Pour le système de sextant électronique, le cahier des charges impose une fréquence 
minimum d’acquisition de 1 Hz et une résolution de 5 arcsec. 

 
Question 10 

Rappeler ou préciser la valeur d’accélération correspondant aux 5 arcsec du cahier des 
charges. Évaluer à partir du document réponse DR1 la fréquence maximum d’acquisition 
des données qui pourrait être utilisée en respectant le cahier des charges. 

 

Le tableau 2 regroupe les allures de la variance d’Allan pour trois types de bruits. Les bruits 
blanc (white noise) et en 1/f (flicker noise) sont d’origine électronique. Le bruit de marche 
aléatoire (random walk) se réfère à un type particulier de bruit qui influence les mesures de 
l'accélération. Il décrit le phénomène où l'accélération mesurée par l'accéléromètre subit 
des variations aléatoires qui s'accumulent au fil du temps. 

 

Type de loi de bruit Pente du bruit 
en fréquence 

Coefficient de 
puissance 

Variance d’Allan Déviation standard 
d’Allan 

Bruit blanc 

(White noise) 
𝑓𝑓0 ℎ0 𝜎𝜎𝑥𝑥2(𝜏𝜏) =

ℎ0
2𝜏𝜏 𝜎𝜎𝑥𝑥(𝜏𝜏) = √ℎ0

2𝜏𝜏 

Bruit en 1/f 

(Flicker noise) 
𝑓𝑓−1 ℎ−1 𝜎𝜎𝑥𝑥2(𝜏𝜏) = 2ln(2)ℎ−1 𝜎𝜎𝑥𝑥(𝜏𝜏) = √2ln(2)ℎ−1 

Marche aléatoire 

(Random walk) 
𝑓𝑓−2 ℎ−2 𝜎𝜎𝑥𝑥2(𝜏𝜏) =

2𝜋𝜋2𝜏𝜏ℎ−2
3  𝜎𝜎𝑥𝑥(𝜏𝜏) = √2𝜋𝜋

2𝜏𝜏ℎ−2
3  

Tableau 2 : réponse de la variance d'Allan en fonction de la loi de puissance de bruit (avec 𝜏𝜏 le 
temps d’intégration). 

 

Question 11 

Évaluer sur les courbes du document réponse DR1 la pente de la déviation standard pour 
les bas temps d’intégration et, d’après le tableau 2, identifier le type de bruit à l’origine de 
l’erreur. 

 

Question 12 

Expliquer qualitativement les tendances de la courbe de la déviation standard d’Allan. 
Préciser la condition optimale d’utilisation du capteur. 
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Pour le système de sextant électronique, le cahier des charges impose une fréquence 
minimum d’acquisition de 1 Hz et une résolution de 5 arcsec. 

 
Question 10 

Rappeler ou préciser la valeur d’accélération correspondant aux 5 arcsec du cahier des 
charges. Évaluer à partir du document réponse DR1 la fréquence maximum d’acquisition 
des données qui pourrait être utilisée en respectant le cahier des charges. 

 

Le tableau 2 regroupe les allures de la variance d’Allan pour trois types de bruits. Les bruits 
blanc (white noise) et en 1/f (flicker noise) sont d’origine électronique. Le bruit de marche 
aléatoire (random walk) se réfère à un type particulier de bruit qui influence les mesures de 
l'accélération. Il décrit le phénomène où l'accélération mesurée par l'accéléromètre subit 
des variations aléatoires qui s'accumulent au fil du temps. 

 

Type de loi de bruit Pente du bruit 
en fréquence 

Coefficient de 
puissance 

Variance d’Allan Déviation standard 
d’Allan 

Bruit blanc 

(White noise) 
𝑓𝑓0 ℎ0 𝜎𝜎𝑥𝑥2(𝜏𝜏) =

ℎ0
2𝜏𝜏 𝜎𝜎𝑥𝑥(𝜏𝜏) = √ℎ0

2𝜏𝜏 

Bruit en 1/f 

(Flicker noise) 
𝑓𝑓−1 ℎ−1 𝜎𝜎𝑥𝑥2(𝜏𝜏) = 2ln(2)ℎ−1 𝜎𝜎𝑥𝑥(𝜏𝜏) = √2ln(2)ℎ−1 

Marche aléatoire 

(Random walk) 
𝑓𝑓−2 ℎ−2 𝜎𝜎𝑥𝑥2(𝜏𝜏) =

2𝜋𝜋2𝜏𝜏ℎ−2
3  𝜎𝜎𝑥𝑥(𝜏𝜏) = √2𝜋𝜋

2𝜏𝜏ℎ−2
3  

Tableau 2 : réponse de la variance d'Allan en fonction de la loi de puissance de bruit (avec 𝜏𝜏 le 
temps d’intégration). 

 

Question 11 

Évaluer sur les courbes du document réponse DR1 la pente de la déviation standard pour 
les bas temps d’intégration et, d’après le tableau 2, identifier le type de bruit à l’origine de 
l’erreur. 

 

Question 12 

Expliquer qualitativement les tendances de la courbe de la déviation standard d’Allan. 
Préciser la condition optimale d’utilisation du capteur. 
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3. Modélisation de l’accéléromètre 
 

Objectif : modéliser le système électromécanique au cœur de l’accéléromètre. 
 

L’accéléromètre triaxial ADXL355 utilise la technologie MEMS intégrée. 

Cette partie s’intéresse à la modélisation interne de l’accéléromètre, en particulier du 
système masse-ressort associé aux capacités variables sous forme de peignes interdigités 
qui permettent la mesure de l’accélération. 

 

3.1. Généralités 

 

Question 13 

Expliciter l’acronyme MEMS. 

 

Question 14 

Préciser les avantages des technologies intégrées pour les capteurs. 

 

3.2. Modèle mécanique de l’accéléromètre 

La figure 8 représente un schéma simplifié de la structure interne d’un accéléromètre 
intégré. L’accéléromètre est constitué d’une masse mobile pouvant se translater (selon l’axe 
𝑥𝑥, pour la structure proposée dans la figure 8) en fonction de l’accélération subie. La masse 
est reliée à la structure globale fixe du capteur, l’ancrage, par l’intermédiaire de poutres 
ressorts. La mesure de déplacement est capacitive. Une capacité variable est formée par 
deux peignes interdigités, l’un solidaire de la masse mobile, l’autre solidaire de la structure 
d’ancrage (la figure 9 présente une photographie du détail de ces peignes). La masse, les 
ressorts et la capacité en peignes interdigités sont fabriqués en silicium. 

 

 
Figure 8 : schéma illustratif de la structure mécanique 

d'un accéléromètre. 

 
Figure 9 : image au microscope 

électronique à balayage d'une partie du 
peigne interdigité (comb-drive). 

Le tableau 3 définit les noms des dimensions de la structure de l’accéléromètre. 

Tournez la page S.V.P.
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Dimensions des ressorts :  
W : largeur des poutres du ressort,  
Leq : longueur équivalente des poutres du ressort,  
t : épaisseur des poutres du ressort.  

Dimensions de la masse mobile : 
WM : largeur de la masse, 
LM : longueur de la masse, 
t : épaisseur de la masse. 

Tableau 3 : nomenclature des dimensions de l'accéléromètre. 

Lorsque la masse est soumise à une accélération, elle se déplace et entraine la partie 
mobile du peigne interdigité de mesure, ce qui se traduit par une variation de capacité. 

Un modèle mécanique masse-ressort-amortisseur de l’accéléromètre est représenté en 
figure 10. La masse de la structure mobile est représentée par m, la raideur équivalente des 
ressorts de la structure est représentée par k, et finalement c représente le coefficient 
d’amortissement mécanique. 

 
Figure 10 : modèle mécanique de l'accéléromètre. 

Les forces appliquées sur la masse du système selon l’axe horizontal 𝑥𝑥 sont : 

La force de rappel du ressort : F⃗⃗ r=-k∙x(t)∙ �⃗�𝑢 𝑥𝑥 

La force d’amortissement, proportionnelle à la vitesse de déplacement : F⃗⃗ a=-c ∙ dx(t)
dt

∙ �⃗�𝑢 𝑥𝑥 

La force d’accélération extérieure s’exerçant sur la masse mobile : F⃗⃗ ext=Fext(t)∙ �⃗�𝑢 𝑥𝑥 

 

Question 15 

Exprimer la relation fondamentale de la dynamique s’appliquant à la masse mobile selon 
l’axe de déplacement horizontal 𝑥𝑥. 

 

Les variables de Laplace associées aux grandeurs temporelles x(t) et Fext(t) sont notées 
X(p) et Fext(p). 

Question 16 

Exprimer la fonction de transfert de Laplace reliant le déplacement X(p) à la force 
d’accélération extérieure Fext(p) et montrer qu’elle peut s’écrire selon la forme canonique 
donnée par l’équation éq.(1) en précisant les expressions des termes G, ωn et ξ en fonction 
des paramètres du système. 

G

1+2 ξ p
ωn

+ ( p
ωn

)
2 (1) 

Question 17 

Préciser l’ordre et le type de système représenté par la fonction de transfert. 

Dans la forme canonique donnée par l’équation éq.(1), préciser à quoi correspondent les 
termes G, ωn et ξ.  
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Question 18 

Préciser la condition d’existence d’une résonance mécanique. En cas de résonance, 
préciser l’expression de la fréquence de résonance. 
 

La raideur des ressorts, k, s’exprime en fonction des dimensions géométriques des poutres 
(Leq : longueur équivalente, W : largeur, t : épaisseur) et du module d’Young E du matériau 
(ici du silicium) avec la relation suivante : 

k=
E∙t∙W3

4∙Leq
3  

Valeurs pour l’application numérique :  
▪ module d’Young du silicium : E = 130 GPa, 
▪ densité du silicium : Si = 2,33 g/cm3, 
▪ grandeurs géométriques des poutres : Leq= 220 µm, W = 4 µm et t = 10 µm, 
▪ grandeurs géométriques de la masse : WM  = 600 µm, LM = 600 µm, t = 10 µm. 

 

Question 19 

La masse mobile et les ressorts sont réalisés dans du silicium. Exprimer la masse m et 
évaluer sa valeur, puis évaluer la raideur équivalente des poutres k. 

Dans le cas d’un facteur d’amortissement très faible, calculer la valeur de la fréquence de 
résonance de l’accéléromètre. 
 

Le document réponse DR2 reprend la réponse fréquentielle de l’accéléromètre ADXL355 
donnée dans la documentation technique (figure 8 de la documentation technique DT1). 

 

Question 20 

En utilisant les résultats de la question 16, justifier la forme de la réponse en fréquence du 
document réponse DR2.  

 

Question 21 

À partir du document réponse DR2, évaluer la fréquence de résonance et le facteur 
d’amortissement de l’accéléromètre. 

 

Question 22 

Évaluer le déplacement de la structure pour une accélération statique constante de 1g. 

 

  

Tournez la page S.V.P.
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4. Convertisseur analogique-numérique sigma-delta 
 

Objectif : modélisation de la conversion de type sigma-delta et du bruit de quantification 
associé. 

 

Cette partie s’intéresse à la conversion analogique-numérique de type sigma-delta qui est 
mise en œuvre dans l’accéléromètre ADXL355. 

4.1. Convertisseur sigma-delta : principe de fonctionnement 

 

En pratique, le convertisseur sigma-
delta est réalisé avec une structure 
entièrement différentielle (fully 
differential structure) à capacités 
commutées illustrée ci-contre dans le 
cas d’un convertisseur du second 
ordre.  

 

Pour simplifier l’étude, les questions suivantes portent sur une structure asymétrique (single-
ended electronics), dont la figure 12 présente un exemple de structure à capacités 
commutées dédiée à la mesure de capacité. 

La structure est composée d’un intégrateur, d’un comparateur et d’interrupteurs. La tension 
d’alimentation est VCC. La capacité à mesurer est Cmes ; Créf est une capacité de référence 
plus grande que Cmes et Cint est la capacité de l’intégrateur. Les symboles  et  
correspondent aux phases du signal d’horloge qui contrôle l’ouverture et la fermeture des 
interrupteurs. 

La sortie S du comparateur est active (état haut) si VS est strictement positive. 

[S = ‘1’ si VS > 0 ; S = ‘0’ si VS  0]. 

 

 
 

Figure 12 : convertisseur sigma-delta à structure asymétrique pour la mesure de capacité. 

 

Durant la phase  du signal d’horloge, la capacité à mesurer est connectée à gauche à VCC 
et à droite à la masse.   

 
Figure 11 : structure d'un convertisseur sigma-delta 
du second ordre à capacités commutées entièrement 
différentielle. 
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La charge aux bornes de la capacité à mesurer s’exprime alors comme : 

QCmes()=CmesVCC 

Celle aux bornes de la capacité de l’intégrateur comme : 

QCint()=CintVS() 

Et celle aux bornes de la capacité de référence, court-circuitée à la masse, comme : 

QCréf()=0 

 

 

Question 23 

Exprimer les charges des capacités Cmes, Créf et Cint durant la phase  du signal d’horloge. 

 

Les phases d’horloge sont dites non-recouvrantes. Cela signifie que deux interrupteurs à la 
même borne d’une capacité ne peuvent pas être fermés en même temps (pour l’exprimer 
autrement, tous les interrupteurs sont ouverts en même temps durant un court laps de 
temps). De cette façon, il n’y a pas de perte de charge entre les deux phases du signal 
d’horloge. 
 
Question 24 

En prenant en compte l’absence de perte de charge entre les deux phases du signal 
d’horloge, montrer que :  

CintVS()=CintVS()+(Cmes-Créf∙S())VCC 

 

Question 25 

En utilisant la relation précédente, compléter le chronogramme du document réponse DR3 
dans le cas d’une capacité à mesurer Cmes valant 3

4Créf. Le chronogramme part d’un état 
initial, VS() = 0 et S='0'. 
 

Question 26 

La relation précédente se réécrit sous forme d’équation de récurrence pour introduire le 
temps avec T la période du signal d’horloge cadençant le convertisseur sigma-delta. 

CintVS((k+1)T)=CintVS(kT)+(Cmes(kT)-Créf∙S(kT))VCC 

Exprimer la valeur moyenne du signal binaire S pour un nombre N d’échantillons, l’indice 
d’échantillon k variant de 0 à N-1.  

Montrer que pour N grand, la valeur moyenne du signal binaire S tend vers un rapport ne 
dépendant que de la valeur de la capacité à mesurer et de la capacité de référence. 

Conclure. 
Tournez la page S.V.P.
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4.2.  Quantification, sur-échantillonnage 

Cette sous-partie développe la modélisation du bruit de quantification pour les 
convertisseurs sigma-delta pour mettre en évidence les effets du sur-échantillonnage et de 
la mise en forme du bruit de quantification. 

 

La figure 13 représente la caractéristique de transfert d’un convertisseur bipolaire 
analogique-numérique. Le pas de quantification est noté q. 

 
Figure 13 : caractéristique de transfert d'un convertisseur bipolaire analogique-numérique. 

 

Question 27 

Représenter graphiquement l’erreur de quantification, εq, du convertisseur de la figure 13. 
Exprimer l’erreur de quantification maximum en fonction du pas de quantification q. 

 
 
Question 28 

Exprimer la valeur efficace du bruit de quantification (signal d’erreur de quantification) en 
fonction du pas de quantification q. 

En déduire la puissance de bruit de quantification.  

 

 

 

Le signal analogique à convertir est compris dans une gamme de fréquence [0 ; fb]. 

 

Question 29 

Exprimer la fréquence d’échantillonnage minimum, notée fe, nécessaire pour échantillonner 
le signal sans perte d’information.  
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Question 30 

La puissance de bruit de quantification se répartit uniformément sur la bande de fréquence 
d’échantillonnage. Exprimer le niveau de la densité de puissance de bruit de quantification.  

 

Le sur-échantillonnage consiste à échantillonner le signal à une fréquence 
d’échantillonnage notée fse plus élevée que fe. Le rapport entre ces deux fréquences, le taux 
de sur-échantillonnage, est noté OSR (over sampling rate, OSR=fse/fe). La puissance de 
bruit de quantification calculée précédemment se répartit alors uniformément sur la bande 
de sur-échantillonnage. 

 

Question 31 

Pour un taux de sur-échantillonnage OSR, représenter la densité de puissance de bruit de 
quantification sur le document réponse DR4.  

 

Question 32 

Exprimer l’amélioration en dB du rapport signal sur bruit dans ce cas et commenter. 

 

Le rapport signal sur bruit pour un convertisseur N bits idéal est donné par la relation :  

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 = 6,02 ∙ 𝑆𝑆 + 1,76𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

Question 33 

Calculer la valeur de sur-échantillonnage pour passer d’une résolution de 1 bit à une 
résolution de 8 bits.  

Commenter ce résultat et plus généralement commenter les avantages et inconvénients du 
sur-échantillonnage.  

 

 

4.2.1. Mise en forme du bruit 

 

La figure 14 représente l’architecture type d’un convertisseur sigma-delta du premier ordre 
et la figure 15 son modèle simplifié. Le convertisseur sigma-delta est un système bouclé 
dont l’entrée Ve est le signal à numériser, et dont la sortie Vs est un flux de données binaires 
(bitstream) qui après passage dans un décimateur est converti en mot binaire sur N bits. Le 
bruit introduit par l’étape de quantification du comparateur est noté b. 

 

Tournez la page S.V.P.
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Figure 14 : schéma bloc d'un convertisseur 
sigma-delta du 1er ordre. 

 
 

Figure 15 : modèle du convertisseur 
sigma-delta du 1er ordre. 

 
 
Question 34 

Exprimer la sortie Vs(z) en fonction de l’entrée du convertisseur Ve(z) et du bruit de 
quantification B(z). 

 

Question 35 

Le convertisseur sigma-delta d’un point de vue automatique correspond à un système 
bouclé comportant un intégrateur. Montrer dans ce cas, que la valeur moyenne du signal de 
sortie Vs est une image de la tension d’entrée Ve. 

 

La figure 16 représente le modèle simplifié d’un convertisseur sigma-delta du second 
ordre. 

 
Figure 16 : modèle simplifié d'un convertisseur sigma-delta du 2nd ordre. 

 
Question 36 

Pour le convertisseur du second ordre de la figure 16, exprimer les fonctions de transfert du 
signal HS(z)=Vs(z)/Ve(z) et du bruit HB(z)=Vs(z)/B(z). 

 
Question 37 

La généralisation pour un convertisseur sigma-delta d’ordre M conduit à une expression de 
la fonction de transfert pour le bruit de la forme : HB(z)=Vs(z)/B(z)= (1-z-1)M

 

Exprimer la puissance de bruit dans la bande utile du signal en tenant compte de sa mise 
en forme due à la fonction de transfert, en fonction de M, OSR et q. 
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4.3. Décimateur 
 
Le bloc décimateur permet de passer du flux de données binaires (bitstream) au mot binaire 
représentant la grandeur numérisée. 

La figure 17 représente un schéma bloc d’un filtre CIC (Cascaded integrator-comb) utilisé 
pour le décimateur. Le premier bloc est un codeur permettant de convertir le flux binaire 
(bitstream) en mots de N bits.  

La fonction suivante est constituée d’un additionneur arithmétique et d’un registre formant 
un intégrateur numérique.  

Un registre, cadencé avec un signal d’horloge D fois plus lent, permet de décimer les valeurs 
numériques.  

Finalement, la dernière fonction comprend un registre et un soustracteur arithmétique 
formant un dérivateur numérique. 

 

 
Figure 17 : schéma bloc d'un filtre CIC (Cascaded integrator-comb) du 1er ordre. 

 

 

Question 38 

Proposer une structure logique combinatoire pour le bloc codeur qui permet de passer du 
flux binaire (bitstream), VS, à des grandeurs sur N bits pouvant être utilisées pour le calcul 
arithmétique dans le décimateur. Un niveau haut logique du flux binaire sera traduit par une 
valeur numérique « +1 » à l’entrée de l’intégrateur, un niveau bas logique sera traduit par 
une valeur numérique « -1 ».  

Pour la réponse à cette question, la valeur pour N est choisie valant 4. 

 

 

Question 39 

Représenter le schéma bloc simplifié en transformée en z équivalent à celui de la figure 17. 

Exprimer les fonctions de transfert des différentes fonctions de ce schéma équivalent. 

Montrer qu’à un facteur de division près, la fonction de transfert globale du filtre CIC de la 
figure 17 permet le calcul d’une moyenne glissante sur D valeurs. 

Tournez la page S.V.P.
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Question 40 

Compléter la réponse impulsionnelle du décimateur sur le document réponse DR5 pour un 
facteur de décimation D valant 4. 

 

Question 41 

Les valeurs de décimation D sont des puissances de 2. Expliquer pourquoi et proposer une 
méthode simple pour récupérer la valeur de la moyenne. 

 

 

 

Le décimateur de type CIC est placé en aval du convertisseur sigma-delta comme illustré 
dans figure 18. 

 

Figure 18 : schéma bloc de l'association convertisseur sigma-delta et décimateur. 

 
 
Question 42 

Évaluer la fonction de transfert globale relative au bruit de quantification de l’association du 
convertisseur sigma-delta d’ordre M avec un décimateur d’ordre L. En déduire une relation 
sur l’ordre du décimateur par rapport à l’ordre du convertisseur sigma-delta. 
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5. Compas magnétique numérique pour le cap au Nord 
 

Objectif : modéliser la solution mise en œuvre pour la détermination du cap au Nord. 
 

Cette partie concerne l’étude du compas magnétique numérique de la compagnie PNI utilisé 
pour la mesure du champ magnétique terrestre permettant la détermination du Nord 
magnétique. 

 
5.1. Compas magnétique numérique PNI 

Le concepteur du système a choisi un compas magnétique numérique (DMC, Digital 
Magnetic Compass) de PNI. Les compas magnétiques de PNI utilisent la technologie 
magnéto-inductive MIG (Magneto-Impédance Géante, GMI Giant Magneto-Impedance).  

 

La figure 19 présente un schéma du principe de mesure mis en œuvre par PNI pour les 
capteurs magnéto-inductifs. L’élément sensible au champ magnétique, illustré en figure 20, 
est une inductance bobinée autour d’un matériau à grande perméabilité magnétique, , 
dépendant du champ magnétique. Le champ magnétique externe, HE, modifie la valeur de 
la perméabilité magnétique et en conséquence l’impédance ZMI de l’inductance de mesure. 

 

 
Figure 19 : schéma de mise en œuvre du 
capteur magnéto-inductif. HE représente la 
composante du champ magnétique externe 

parallèle au bobinage. 

 
Figure 20 : dessin de l'élément sensible 

composé d'une inductance bobinée autour 
d'un matériau à grande perméabilité 

magnétique. 

 

 

Question 43 
Nommer le composant actif représenté dans la figure 19, et préciser dans quels circuits 
électroniques et pour quels rôles il est classiquement utilisé. 

 

Les questions suivantes visent à décrire une réalisation possible pour le circuit actif de la 
figure 19. Une réalisation possible est celle de la figure 21. 

Tournez la page S.V.P.
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Figure 21 : schéma de montage pour le conditionnement du capteur magnéto-inductif. 

 
 
Question 44 
Le circuit comparateur de la figure 21 est supposé parfait, alimenté entre VSS et VDD, et de 
technologie rail-à-rail (rail-to-rail). Rappeler la signification de ces caractéristiques.  
 
 
Question 45 
Exprimer la tension au niveau de l’entrée non-inverseuse V+ en fonction de VREF, VDD et des 
résistances du montage de la figure 21, VSS valant 0 V. 
En déduire les 2 valeurs possibles sur la sortie VOUT et les conditions sur VIN associées. 
Préciser de quel type de montage il s’agit.  
 
 
Question 46 
L’alimentation est telle que VSS = 0 V et VDD = 5 V.  
Préciser les conditions que doivent respecter les résistances R1, R2 et la tension VREF pour 
que les tensions de seuil d’hystérésis VH1 et VH2 vaillent respectivement 1 V et 4 V. 
 
 
Question 47 
Représenter la caractéristique de transfert du montage de la figure 21 en précisant les sens 
de commutation. 
 
 
Question 48 
Expliciter les différences entre un comparateur et un amplificateur opérationnel, bien que 
représentés par le même symbole, et donner leurs domaines d’applications. 
 
 
Les questions suivantes s’intéressent au principe de la mesure à partir de l’élément 
sensible, l’impédance ZMI de l’inductance de mesure, et du circuit électronique de la figure 
19. Pour ces questions, l’impédance ZMI de l’inductance de mesure est considérée purement 
inductive, d’inductance notée L. 
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Question 49 

Exprimer l’équation différentielle reliant les tensions VOUT et VA (tension entre le point A et 
la masse de la figure 19). 

 
 
Question 50 
Pour une résistance RB valant 220  et une valeur d’inductance L de 300 µH, exprimer et 
calculer la constante de temps du circuit.  
 
 
Question 51 
Représenter au cours du temps le signal VA au point A du circuit de la figure 19 (une 
condition initiale peut être prise à VOUT = VDD). 
 
 
Question 52 
Préciser la période du signal VA. Les valeurs des tensions de seuil sont celles de la question 
46 (VH1=1V et VH2=4V). 
 
 
Question 53 

Comme indiqué précédemment, la valeur de l’inductance de l’élément sensible varie en 
fonction du champ magnétique à travers la variation de la perméabilité magnétique du 
matériau GMI. Expliquer le principe de mesure de champ magnétique à partir du circuit de 
la figure 19 et de l’élément sensible de la figure 20. 

 

 
5.2. Modèle de l’inductance : 

L’inductance n’étant pas parfaite, cette sous-partie propose sa modélisation. 

Les questions suivantes s’intéressent à l’élément sensible pour la mesure, l’inductance 
bobinée autour du matériau à grande perméabilité magnétique (ZMI). La figure 22 et la figure 
23 présentent des modèles pour cet élément sensible. 

 

 
 

Figure 22 : modèle RLC de l'inductance. 

 
 

Figure 23 : circuit série équivalent de 
l'inductance. 

 
 
 
 
Question 54 
La figure 22 représente un modèle RLC de l’inductance. Préciser ce que modélise C. 
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Question 55 
Exprimer l’impédance équivalente du modèle RLC (Figure 22). 
Exprimer le module et l’argument de cette impédance équivalente.  
 
 
Question 56 
Évaluer pour les fréquences 10 Hz, 10 kHz et 10 MHz les valeurs du module et de 
l’argument de l’inductance équivalente.  
Application numérique : C = 30 pF ; R = 0,1  ; L = 300 µH. 
 
Compléter le document réponse DR6 avec les réponses en module et en argument de 
l’impédance équivalente de l’inductance. Préciser et justifier les valeurs caractéristiques. 
 
 
Question 57 
Préciser le domaine fréquentiel pertinent pour l’utilisation de l’inductance comme capteur 
magnétique. 
 
 

5.3. Capteur de champ magnétique PNI 
 
 
Le compas numérique de PNI est constitué des éléments sensibles (sensor coils) et d’un 
contrôleur ASIC le MagI2C comme l’illustre la figure 24 extraite de la documentation 
technique. Le circuit électronique de la figure 19 est intégré dans l’ASIC.  
 

 
Figure 24 : figure extraite de la documentation technique du 

compas numérique de PNI. 
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Question 58 
Préciser ce qu’est un ASIC. 
 
La documentation technique du compas numérique de PNI, fournie en annexe DT2, 
mentionne que le RM3100 MagI2C permet des mesures de type continuous measurement 
mode ou single measurement polling. 
 
Question 59 
Expliquer à quoi correspondent les modes continuous measurement mode ou single 
measurement polling. Détailler les caractéristiques de ces deux modes d’acquisition des 
données issues du capteur en précisant leurs avantages et inconvénients. 
 

Dans l’application, le capteur magnétique est utilisé avec ses trois axes pour indiquer le 
Nord magnétique. Cette grandeur ne varie pas rapidement lors de la visée stellaire, aussi le 
rythme d’acquisition de 1 Hz est approprié.  
 

Question 60 
Proposer une configuration répondant au cahier des charges dans le cas du mode 
d’interrogation du capteur continuous measurement mode. Préciser les configurations des 
registres. 
 

Question 61 
Proposer une configuration répondant au cahier des charges dans le cas du mode 
d’interrogation du capteur single measurement polling. Préciser les configurations des 
registres et décrire sous forme de logigramme le code pouvant être implémenté dans le 
microcontrôleur interrogeant le capteur. 

 

5.4.  Autre technique de mesure à partir de fil GMI - Détection synchrone 

Une autre technique de mesure consiste à utiliser directement le fil GMI seul et à mesurer 
ses variations d’impédance en fonction du champ magnétique. Dans ce cas, comme illustré 
dans la figure 25, le fil GMI est parcouru par un courant sinusoïdal issu d’un OTA de 
transconductance gm. Ce courant s’exprime comme : i0(t)=g𝐦𝐦∙v0

(t). La tension v0(t), 
(V0∙sin(2πft)), est issue d’un générateur de signaux et les fréquences des signaux 
sinusoïdaux sont comprises entre 100 kHz et 10 MHz. 

La chaine de mesure met en œuvre une détection synchrone avec un bloc multiplieur de 
gain k (0,1 V-1) et un filtre de type passe-bas. La sortie du multiplieur s’exprime comme : 
vM(t)=k∙v0(t)∙vGMI(t). 
 

L’impédance complexe du fil GMI, ZGMI = ZGMI∙ejφ, varie avec le champ magnétique 
extérieur Hext par l’intermédiaire de la permittivité du matériau magnétique. L’impédance, 
ZGMI, est proportionnelle à la racine carrée de la perméabilité et pour la mesure magnétique, 
la partie réelle de l’impédance est représentative du champ magnétique externe. 
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Figure 25 : schéma de la mise en œuvre du fil GMI avec une détection synchrone. 

 

 

Question 62 

Exprimer en régime permanent la tension vGMI(t) aux bornes du fil GMI en fonction du 
module et de l’argument de l’impédance complexe ZGMI. 

 
Question 63 

Exprimer la tension vM(t) à la sortie du multiplieur et montrer qu’elle peut s’écrire sous la 
forme d’une tension continue et d’une tension sinusoïdale. 

 

Question 64 

Expliciter le rôle du filtre en aval du multiplieur et exprimer la tension vF à sa sortie. Conclure 
quant à l’intérêt du schéma de la figure 25 pour récupérer la partie réelle de l’impédance 
complexe du fil GMI. 
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6. Synthèse 
 

Objectif : conclure sur le système et préconiser des évolutions possibles. 
 
 
Question 65 
Le système présenté en figure 3 comporte un module RTC. Expliquer le rôle de ce module 
et les caractéristiques propres d’intérêt pour l’application de géolocalisation proposée. 
 
 
Question 66 
Le système présenté en figure 3 comporte un gyromètre. Expliquer le rôle que peut tenir ce 
capteur en complément de l’accéléromètre. 
 
 
 
Question 67 
Le système présenté est particulièrement adapté à la géolocalisation la nuit à partir des 
constellations d’étoiles mais peut également fonctionner dans la journée. Proposer des 
évolutions pour rendre la géolocalisation de jour plus performante. 
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DT2 : document technique 2 (10 pages) 
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DR1 (Questions 10, 11 et 12) 
 

 

Figure 26 : déviation standard d'Allan : root Allan variance (RAV). 
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DR 2 (Questions 20 et 21) 

 

 
Figure 27 : réponse fréquentielle de l'accéléromètre ADXL355 selon l'axe X. 
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DR1 (Questions 10, 11 et 12) 
 

 

Figure 26 : déviation standard d'Allan : root Allan variance (RAV). 
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DR3 (Question 25) 
 

 
Figure 28 : chronogramme des signaux de sorties de la structure sigma-delta pour la mesure de 

capacité. 
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DR3 (Question 25) 
 

 
Figure 28 : chronogramme des signaux de sorties de la structure sigma-delta pour la mesure de 

capacité. 

 

 

 

  



NE RIEN ECRIRE DANS CE CADRE
 

53 / 55 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

DR4 (Question 31) 
 
 

 
 

 
 

 

  



 

53 / 55 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

DR4 (Question 31) 
 
 

 
 

 
 

 

  

 

54 / 55 

DR5 (Question 40) 

 

 

 

 
 
  

Tournez la page S.V.P.



 

55 / 55 

DR6 (Question 56) 

 


